





Finite Elements for Three-Dimensional Potential 
Problen Analysis 
Tetsuhiko AOKI， Katsuyuki KIMURA and Hirokazu SA TO 
Three dimensional FEM analysis has some problems in practical application because of 
complecated element division and large number of node and element data involved. It stil 
should be payed attention to save computing time by considering proper element idealization and 
minimizing the number of nodal points， though some specific program such as automatic data 
input program has already been prepared for actual computation 
This paper discusses practical application of three-dimensional finite elements in the 
analysis of field problems. Simple tetrahedral elements may be convenient迂they紅 eassembled 
as eight-cornered brick elements. Average element stiffness matrix is employed in this case， 
dividing brick elements in two different ways. Isoparametric triangular prizm element is also 
introduced here as another useful element and the process of the formulation of element stiffness 
















































{F何)}=lQ∞Tdv+ 1 qo<N>T ds (α2幻
上式中の各記号の内容は以下のようてで、ある。
a<N> I I aNl aN， aNn 
aX I I ax ax ax 
[BJ =1a~~> t=I令官E 舎 I (2.2)c 
a<N> I I aNl aN2 aNn 
aZ I I az az az 
rkx ー|
[DJ二 I• ky • I (2・2)d








ax I I ax 
{g}噌トi守ト{剣士〔山} (2.3) 
ao I I a<N> 















Fig.1はxyz座標系における 4面体要素 ij k 1を
示している。 4節点の番号をつける順は， ijkl;k 













~/=a!十 azX/十的Y/ 十 α4Z/
(3園3)
式 (3・3)をマトリックス表示すると，





? ?〕? ?〔 (3.5) 
1 x， y， z， 
係数マトリックス {α)は[CJの逆マトリックスを計算
し，式(3 ・ 4)に [CJ~1を前から乗じて求められる。すなわち，
{α}=[CJ-l{世} (3-6) 
ここtこ，
a. b. c d 
1 I a. b. c. d 
[C]~l ニニ 1 . 




1 Xi Yi Zi 
1 Xj Yj Zj 
6V=1 
1 Xk Yh Zk 
(Vは6面体の体積〕
(3.8) 
1 x， y， Z， 
また，各係数は次のように与えられる。
ai =XJY IIZl+X kY lZJ+XlYjZk ~Xjy lZk 
工kYJZl-XlYkZj
bi =yjZ，十y"Zj+y，z"-y，z，-y，z，-y，Zj f (3・9)
Ci =XjZk+XkZ，+工lZr-XjZt-X)?Zj-XlZ，< 
di =Xjy，十XkYj十x，yk -Xjy k -x，yj-X kY' 
aj， a"， al， bj，ー ，dk， d，は回転順列。
式(3-6)を式 (3・2)に代入すると，
3次元ポテンシャノレ問題解析のための立体要素
(3・10)世=(1x y z )(C)-l{世}
となる。
ここで，形状関数を






















bi bj b" b，l 
Ci Cj Ck Cl I (3・13)
di dj dk d;J 
4面体要素のポテンシヤノレ伝導係数の方向に対する局










































































































































L SI S， S3 -SI 
一(1 甲)l
1-7j ー (1-7j)I 

















































































ここに，ペ，y" z，(i= 1 ~6) は第 i 節点の座標値，




。Z 1 ay;-τ{(μ+Z.6)'+(ZI3ー Z46)7]}=Wl+ω27] 
dι=よ{(Z23十Z56)+(Z23-Z56)7]} =ω汁 W.甲d~2 -2 
盆呈=よ(ZI'~I+Z25~2十Z36~3)=hl~1 十 h2~2d7]-2 
+ h3~3=hi~i 
ここで，Xij， Yii， Zu Ci， j=1.....3)はそれぞれふー
ん ，Yi-Yh Zi むを表わす。また，次の記号を用いる。
飢 =÷(Z13+h)，仇=~ (ZI3-Z46)， W3=す(Z23 
+叫 W4==す(Z口 Z56)
h1=ZI3/2， h2=Z25/2， h3=Z36/2 
以上をマトリッ Fスの形に整理して，
1 X13 Y13 Wl+ωz甲|
(1J=lx目 Y悶 W3+仙甲|




I Y23 Y31 rl I 
(J-l =をIX32 X13 r21 (4・13)














I Y23 Y31 rl 
(BJ =(1J叩 J=をIX32 X13 r2 I 
L 0 0 L1/h;~i J 
f1+7] 0 一(1+7]) 1ー早 o -(1-7])1 
x 1 0 1+7] (ー1+が o 1ー 甲ー(1ー甲)I 




(BIJ '7j x.，(l+平) xI3(1+7]) X21(川。。。
Y23(1-7]) Y31(1-7]) YI2(1-
x.，(l 平) X13(1ー 甲) X21(1-甲)
o 0 0 
(B2J =j ~lr2 ~2r2 ~3r2 -~lr2 
~lr3 ~2r3 ~3r3 -~lr3 
- ~2r2 - ~3r2 
- ~2r3 - ~3r3 
(6) (K作
式(4・14)より
(K，e)J = j(BF(DJ(BJ dV = j((B1JT +(B2F)(DJ 






ここで， (K12J = (B.]T(D J(B2J = ( B2JT(D J(B1J) T 
=(K21F 
まTたこ，
dV= ω d白Z=侍 d 早ド円=寸hi~i
面積座標の公式5)より
j ~idA=与(i=ト3) (4.19) 
式 (4・17)中の各マトリックスの積分計算は以下のよう
になる。
-区1J= j (B1JT(DJ(B1J dV 
k_ rr(Y 1J( 1+甲)2 i (Y 1)(1ー が)1 
=示Jl而lIJ(1二~2)-T(Y-:;i(Ï一二-~iJ dV 
+五(r (~!_IJ_(_l_~ 甲)2 i (XlIJ( 1ー がn
I1 :---:--------:-:---:-----:-:-1 dV 
L12 J lrXlIJ(1_7]2) i [XlIJ(1ー が2J (4・20)
Y23Y31 
(Y lIJ = I Y31Y23 Y3.' Y31Y12 
Y12Y回 Y12Y31 Y122 J， 
X23X31 
(X11J= I X3山 3 I312 X31X12 




h (， r2X(Y1J (Y1J (K1J =，;~ I kxI 
9A ¥ ~x l (Y lJ 2 X (Y 1J 
r 2x [XllJ [XllJ 1¥ + kv I -，--..~ ，--..~ ) (4・21)
"l [XllJ 2 x [XllJ J / 






Y23(1一平) Y31(1ー 甲) Yl，(1-17) 
Y23(1 平) Y31(1-17) Y12(1一平)
dV+ 
Y23(1 早) -Y31(1-17) -Y12(1-17) 
-Y23(1-17) -Y31(1ー 甲)-Y12(1-17) 
jffY2 
X32(1+17) 









-X32(l+甲) -x13(1+17) -x21(l+17) 
工3，(1甲) x13(1-17) X21(1-17) 
x32(1 早) X13(1ー 甲) X21( 1一平)
X32(1-17) 工13(1-'1)
-X32(1ー甲) -xI3(1-17) 
X32( 1 甲) -x日(1-'1)














[Y21)( al-bl/3) J 
+ιI [む-11h±hm-
6A l -[X21)(a2十九/3)
i [X21)(ぬれ/3) 1 
: -[X， d(a2-b';3)~ 
(4・23)a
Y23 Y31 Y12 
山=I Y23 Y31 Yl' 
YZ3 Y31 Y12 
X32 X13 XZI 
川 IX32 X13 X21 
X32 工13 XZl 
(4・23)b
。1=ー (Y23g1十Y31g2十Y12g3)
b1エー(Y23hl +Y31 h2+Y12 + 3)
a'=(X3，gl十X13g，+X21g3)
b2ニ (X32h1十XI3h，十X21h3) 
• [K22) = f [B2P[DJ[B2) dV二
会 dV
合 fY，' [~1h-.{J?l dV 
+釘732[Jlji121dV (4・24)a
ここ tこ，
fSI' SIS2 SlS3 
[T)= I S'Sl S2' S2S3 




[K22) = { ':{( al2十bI2/3)+会(a，2+b22/山 Ahz)












































-3 . 5 (3 1 3 ¥ 
=一一+:rl 十一一十 l 32h ' 96 ¥ Hl ' H， ' H3J 
3.5(13.3¥ =ー←+一Iy; +十 l
32h ' 96¥ HI 'H， ' H3J 
H1ニ h十2h1









































































i -9 "' (1/3). (1/3) 




十 3一一一十一よ一一 1=2At12 
2h2十h' 2h3十hJ) 
(A・9)
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